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Abstraa

Fur einen Algorithmus zur modultheoretischen Klassfikation musikalischer Motive, denich in mei-
ner Diplomarbeit fir Motive im 12er-Takt beschrieben habe, werden verschiedene Maglichkeiten zur
Erweiterung auf beliebige Takte prasentiert. Anhand von verschiedenen Variationen eines Beispiels
wird untersucht, inwieweit die Klassfikation vom aktuellen Takt unabhéngig ist.
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Einfhrung

Ausgangslage

In meiner Diplomarbeit [1] habe ich die modultheoretische Klassfikation musikalischer Motive be-
handelt (basierend auf einer Theorie von G. Mazala[2]), unter Betonung des algorithmischen
Aspektes. Als Anwendungsbeispiele habe ich Telle ausgewahlter musikalischer Werke analysiert und
versucht, Stileigenschaften zu ermitteln.

Problemstellung

Eine wesentliche Schwade des implementierten Algorithmus ist dessen Abhangigkeit vom Takt, in
dem ein Musikstiick notiert ist. Will man kreitere und aussagekréftigere Stilanalysen durchfihren, ist
eine Vergleichsmdglichkeit fur in verschiedenen Takten notierte Motive unerlasdich.

Losungsansatze
Es bieten sich hierzu 2Wege a, dieich beide e@n Stiick weit verfolge.

» Die Takteintellung bei Bedarf verfeinern; Motive, diein verschiedenen Takten notiert sind, kén-
nen immer in einer beide Taktmasse enthaltenden Untertellung verglichen werden. Esist danndie
Frage a1 beantworten, wie weit die Klassfizierung von der gewahlten Untertellung abhéangt.
Wiinschenswert wére natirlich, dassdie Eigenschaft “2 Motive sind isomorph” von der Taktun-
tertellung unabhéngig wére; diesist unter bestimmten Bedingungen der Fall, jedoch, wie ich zd-
ge, nicht immer.

*  Oder man verzichtet ganz auf den Takt und klassfiziert Motive mit unbegrenzten Zeit - Koordi-
naten (diese Variante werde ich zuerst behandeln). Es gibt dann retirlich unendlich viele Motive
und ebensoviele Isomorphieklassen; die Anzahl musikalisch sinnwoller Motive ist jedoch weiter-
hin beschrénkt. Es gellt sich jedoch ein analoges Problem bei der Frage, in welcher kleinsten
Zeiteinheit man ein Musikstiick notieren will : die Wahl einer anderen Zeiteinheit wirkt sich aus
wie ane Vergrosserung oder Verkleinerung in Zeitachse - eine nicht-invertierbare Transforma-
tion, die, wie ich zeige, die Isomorphie von Motiven nicht bewahrt.

Literatur

[1] Hans Straub, Beitrége aur modultheoretischen Klassfikation musikalischer Motive, Diplomarbeit
1989ETH Zirich.

[2] Guerino Mazdla, Geometrie der Tone, Elemente der mathematischen Musiktheorie, Birkhauser, Basd
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1. Klassfizierung dhne Takt

Zur Terminologie sowie aner ausfuhrlicheren Herleitung siehe [1].

Der Einfachheit halber werde ich auch die Tonhthen-Koordinate nicht-modular betradhten; so erhal-
tenwir asRaumZ x Z.

Affine Transformationen auf Z x Z sind Zusammensetzungen aus Trandationen und lineaen Trans-
formationen (GL(2,2)).

Elemente von GL(2,Z) sind darstellbar als Matrizen mit ganzzahligen Koeffizienten und invertierba-
rer Determinante. Achtung: invertierbare Elemente in Z (und somit einzige Mdglichkeiten fir Deter-
minanten) sind 1 und -1.

Analog zur Herleitung fir Z,, x Z;, (siehe [1]) erhalten wir as Generatoren fir GL(2,2):

-1 0O
HO 1H (Dilatation bzw. Krebs)
nl -1 00Ol

100 -0 0Ol oo
D Hb 103 1651 10

(Transvektionen oder Scherungen)

1.1. Zur Klasdfizierungder 2- und 3-elementigen MotiveinZ x Z

Die Klassfikation der zweielementigen Motive (Tellmengen) in Z x Z geht genau geich wieinZ,, X
Z,, durch Ergtellen einer “Normalform”: mit einer Trandation bringt man ein Element in den Null-
punkt, und mit passend ausgewahiten Scherungen und gg. Parametertausch das andere Element auf
die X - Achse. Die Bestimmung der Isomorphieklasse s Motivsist somit zurtickgefuhrt auf die Be-
stimmung des Wertes der verbleibenden nichtverschwindenden Koordinate, und deser ist (Siehe[1])
der g.9.T. der Koordinatendifferenzen des urspriinglichen Motivs; er ist bestimmt bis auf invertierba-
re Elemente, was in Z aber nur bedeutet, dassdas V orzechen keine Rolle spielt.

Die Herleitung der Invarianten “Volumen” und “Klassengewicht” - bestimmt bis auf invertierbare
Elemente - funktioniert flr Z x Z genau dgeich wiefir Z,,xZ,,.

Die Isomorphieklasse énes 3-elementigen Motivsist in Z;, X Z;, durch Volumen und Klassenge-
wicht eindeutig bestimmt, was man durch systematisches Durchprobieren aller Motive herausfinden
kann. Im unendlichen Raum Z x Z funktioniert dieses Verfahren leider nicht.

Satz
Seien m; und m, 3-elementige Motivein Z x Z. Dann gilt:

a) Ist dasVolumen der Motive 0, dannsind de Motive genau dannisomorph, wenn Volumen und
Klasengewicht Ubereinstimmen.

b) Fir Volumen # 0 glt: Volumen und Klasengewicht sind nicht ausreichend zur Bestimmung der
| somorphieklasse.
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Bewels

a)

Ist das Volumen eines Motivs O, so liegen die Elemente des Motivsin einer Geraden (man beadite:
diesgilt in Z, jedoch richt in Z, ,). Das bedeutet: wennwir eine (x-beliebige) 2-elementige Tellmenge
herauspicken und mit einer (nach dem oben skizzierten Verfahren konstruierten) affinen Transforma-
tion in die Normalform{ (0,0), (n,0) } bringen, so bringt diese Transformation das verbleibende
dritte Element in die Form (m,0).

Behauptung:
Jedes Motiv kannin die Form { (0,0), (m,0), (n,0) } mit 0 < n-m < m < n gebradt werden.

Beweis:

Betradhten wir ein Motiv in der Form{ (0,0), (m,0), (n,0) }. Durch eine Trandation kann man errei-
chen, dassbeide nichtverschwindenden Koordinaten positiv sind. Es gelte 0 < m < n (durch entspre-
chende Anordnung der Elemente a1 erreichen). Das Motiv hat eine der folgenden Formen:

Die asten beiden Félle eflllen die Bedingung schon. Falls der letzte Fall zutrifft, wende man eine
Zeitumkehr an, gefolgt von einer Trandation um n. Das resultierende Motiv ist:

{ (0!0)! (n—m,O), (n,O) }
und erfillt die Bedingung.

Die Klassengewichte dieses Motivs in aufsteigender Reihenfolge sind: n-m, m und n. Jedes Motiv mit
Volumen 0 und denselben Klassengewichten wird mit dem obigen Verfahren in dieselbe Normalform

gebradt —» Q.E.D.

b)

Wir nehmen an (bzw. wir hoffen!), dassVolumen und Klasengewicht die |somorphieklasse anes
Motivsin Z x Z eindeutig bestimmen, und prasentieren ein Gegenbeispiel.

Sei

m; :={ (0,4), (0,2), (9,0) }, m,:={(20),(1,0),(0,18) }
Beide Motive haben Volumen 18 und de Klassngewichte 1,1 und 2 Gesucht ist eine dfine inver-

tierbare Transformation, welche m; in m, Uberfuhrt!
Eine solche Transformation hat bekanrtlich die Form

g [Bx+by+ud

W(B}/H EC dEJH atal ECX+dy+VH a,b,c,d,uviZ,a*d-b*c=#+1
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Wie wirkt die Transformation W auf die @nzenen Elemente? Theoretisch konnen die Elemente von
m, auf 3! = 6 Arten auf die von m, abgebildet werden; da jedoch die Klassengewichte ehalten dei-
ben misen, folgt zwingend, dassdie Telmenge { (0,4), (0,2) } in{ (2,0), (0,18) } tiberzugehen het.
Es ergeben sich somit 2 Méglichkeiten fur die Wirkung von W:

1. (04 - (2,0), (0,2) - (0,18), (9,0) - (1,0)
2. (04) - (0,18), 02) - (2,0, (9,0) - (1,0)

Diese 3 Zuordnungen in die Formel oben eingesetzt ergibt 6 Gleichungen, die wir nun nach den Ko-
effizienten von W (6 Unbekannten) auflésen.

Fal 1
Die Gleichungen sind:

(D 4db+u=2
(2 4d+v=0
3 2b+u=0
4 2d+v=18
5) 9a+u=1
(6) 9c +v=0

aus (2) folgt: v = -4d. Eingesetzt in (4) ergibt: 2d-4d=18 - d=-9,v =36
aus (3) folgt: u=-2b. Eingesetzt in (1) ergibt: 4b-2b=2 - b= 1L, u=-2
Eingesetzt in (6) ergibt: 9c +36=0 - Cc=-4
Eingesetzt in (5) ergibt: 9a-2=1 - 3a=1

Das Gleichungss/stem hat eine endeutige Ldsung, aber keinein Z.

Fall 2

Die Gleichungen sind:
() 4db+u=0

(20 4d+v=18
3 2b+u=2

4 2d+v=0

5) 9a+u=1
(6) 9c +v=0

Auch dieses Gleichungssystem hat eine endeutige L 6sung, die jedoch ebenfalls nicht ganzzahlig ist.
Somit haben wir bewiesen, dassUbereinstimmung von Volumen und Klassengewicht keine hinrei-

chende Bedingung fir die Isomorphie dreielementiger Motivein Z x Z darstellt. Man beadite, dass
es ehr wohl eine notwendige Bedingung ist (was aus der Invarianz folgt).
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1.2. Wahl der Unterteilungbzw. Zeit-Dil atationen

In meiner Diplomarbeit stiessich bei einer der Melodieanalysen auf folgendes Problem: Das Stlick
war im 3/4-Takt notiert; die Unterteilung eines Taktesin 12 Keinste Einheiten ergab also als kleinste
Notenlange das Sedhzehntel. Die kleinste vorkommende Note war aber das Zwelunddreissgstel - al-
lerdings nur an einer einzigen Stelle im Stiick vorkommend. Aussrdem fanden sich an zwel anderen
Stellen Sechzehntel-Triolen ("Vierundzwanzigstel”); der tberwiegende Tell konnte jedoch in Sedr
zehnteln beschrieben werden, so dasseine Analyse mit dem auf Motive im 12er-Takt beschrankten
Algorithmus vertretbar war.

Wennwir das Ganzenunin Z x Z betrachten, kann man Motive in beliebigen Takten vergleichen.
Man konnte dso alle Zeitkoordinaten in kleineren Einheiten (im konkreten Falle Zweiundsiebzigstel)
darstellen. Die sich dann sofort stellende Frage ist jedoch: hat das einen Einflussauf die Klassfika
tion? Genauer gesagt:

Ist die Bestimmung der Isomorphie zaveier Motive unabhéngig von der Einheit, in der ihre Zeitkoor-
dinaten notiert sind?

Diese Frage werde ich im folgenden untersuchen.

Eine Verfeinerung der Unterteilung der Zeitachse um den Faktor n bewirkt eine Multiplizierung der
Koordinatenwerte um n, also eine Zeit-Dilatation, diein Z x Z dargestellt wird durch die Matrix:

h 0O

D 1

Esgilt nun der (erniichternde)

Satz

a) Isomorphe Motivein Z x Z gehen durch Zeit-Dilataton nicht garantiert in isomorphe Motive
uber.

b) Nicht isomorphe Motive in Z x Z gehen durch Zeit-Dilatation nicht garantiert in nicht-isomorphe
Motive Uber.

Beweis
|ch arbeite wieder mit Gegenbeispielen.

a) Se
m, :={ (0,4),(0,2), (6,0) }, m,:={ (4,0),(2,0), (0,6) }
m, geht aus m; durch Parametertausch hervor, die beiden Motive sind also isomorph.
Das Volumen beider Motiveist 12, die Klassengewichtesind 2, 2 und 2
Eine Zeit-Dilatation um den Faktor 3 liefert

m," :={ (0,4), (0,2), (180) },m,” :={ (12,0), (6,0), (0,6) }
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m;” und g haben dasselbe Volumen 36, doch die Klassengewichte sind verschieden:
m;” hat Klassengewichte 2, 2, 2, 3" hingegen 6,6,6! Somit kdnnen die Motive nicht isomorph sein.

b) Sei
n, ={(04),(0,2), (180) }.n, ={ (4,0), (20), (0,18}

n," ist das Motiv " desvorherigen Abschnitt, dasich diesmal durch Zeit-Dilatation um den Faktor
2 aus dem Motiv n; ={ (0,4), (0,2), (9,0) } hervorgehenlasse. n,” geht durch Parametertausch aus
n," hervor, ist also isomorph zu letzterem. Da dle Koordinaten ganzzehlig sind, ist auch g das Bild
eines Motivs unter Zeit-Dilatation um den Faktor 2. Wir erhalten:

n :={(04), (02,90}, ny:={(20),(10),(018}

Das Volumen ist in beiden Félen 18, die Klassengewichte in beiden Fallen 1,1 und 2 Dies snd je-
doch genau die Motive aus dem vorherigen Kapitel, von denen wir schon wissen, dass $e nicht iso-
morph sind. Somit haben wir 2 nicht-isomorphe Motive, deren Transformierten unter einer bestimm-
ten Zeit-Dilatation isomorph sind, was die Aussage b) beweist.

2. Klasgfizierung in verschiedenen Takten

In diesem Kaiptel ist die Grundmenge fur den Tonraum Z,, X Z4,, als Z-Modul bzw. abelsche Gruppe
betradhtet (wiein [1] hergeleitet). Die Zahl n bezechnet dabel die Anzahl kleinste Einheiten pro
Takt. Die uns interesserenden “affinen Transformationen” sind hier Zusammensetzungen aus Trans-
lationen und Z-Modul-Automorphismen.

2.1. Zur Klasgfizierung von Motiven in beliebigen Z-Moduln

Diein[1] vorgestellten Invarianten funktionieren alle grundsétzlich auch fir beliebige Moduln. Ich
werde insbesondere die Invariante “RK” verwenden, auf die ich im folgenden etwas naher eingehe.

Sei K :={vp, vy, ..v4} €in (t+1)-elementiges Motiv, also eine (t+1)-elementige Tellmenge ener end-
lichen Gruppe G. Esist dannRK := <v;-v, .. V-V, >, die von den Elementen vi-vg erzeugte Unter-
gruppe von G. Die Isomorphieklasse von RK ist eine Invariante unter affinen Abbildungen (Tranda-
tionen laseen RK invariant, und Automorphismen fiihren RK in eine isomorphe Untergruppe Uber.)

Bei zweielementigen Motiven wird die Untergruppe von einem einzigen Element erzeugt, ist somit
eine zyklische Gruppe der Ordnung o(v4-Vg). Da zyklische Gruppen genau dannisomorph sind,
wennihre Ordnungen Ubereinstimmen, ist die Zahl o(v4-v()) eine Invariante der Isomorphieklasse des
Motivs.

7 § Hans Straub 05.04.03



klastak2.wps

ImFale G =2Z,,XZ,,ist durch diese Grosse die Isomorphieklasse énes zweielementigen Motivs
vollsténdig bestimmt (was flr beliebige G allerdings nicht unbedingt gilt). Die Zahl verhélt sich
“komplementér” zur in [1] hergeleiteten Klasenberedhnung: Motive der Klasse 1 haben Ordnung
12, die der Klass 2 Ordnung 6, Klasse 3 Ordnung 4, Klasse 4 Ordnung 3 wnd Klasse 6 Ordnung 2

2.2. Szenario bei Verfeinerungder Takt-Unterteilung

Gegeben sei nun:
- ein Tonraum zu einer bestimmten Taktuntertellung: Z, x Z,,
- und eine Verfeinerung desselben: Z, ,, X Z4,.

Die Verfeinerungs.Abhildung ist:
O:Z,XZ1p » Zyn X 2o (X+nZ, y+127) — (kKx+knZ, y+127).
m, und m, seien TellmengeninZ, X Z,,.

Die zau beantwortenden Fragen lauten: Wennm, und m, isomorph (bzw. nicht isomorph) sind, sind
dannauch a(m,) und a(m,) isomorph (bzw. nicht isomorph)? Genaver:

a) Falseine dfine Abbildung @: Z, X Z,, - Z,, X Z;, exigtiert, so dass@(m,) = m,, existiert dann
eine dfine Abbildung W: Z,, X Z15 - Zy X Z45, SO dassy(a(m,)) = a(m,)?

b) Falls eine dfine Abbildung Y: Z, ., X Z1, - Z,, X exigtiert, Y(a(m,)) = a(my,), existiert dann eine
affine Abbildung @: Z, X Z1, — Z, X Z;,, S0 dass ® dass@(m;) =m,?

Zn X 212 N Zn X le

Q?
al al

an X Z12 - an X Z12
g?
Die Aufgabe zefélt in je ane fir jede p-Komponente der betroffenen Gruppen.
Ich werde aunddhst - anhand eines Gegenbeispiels fur @) - zegen, dassdies nicht immer gilt, und an-

schliessend ein paa Grundsatziberlegungen anstellen zu der Frage, unter welchen Bedingungen dies
maoglich sein kann.

2.3. Gegenbeispiel

Sein:=12 und k:= 2. Wie betrachten also den Fall, wo die Unterteilung eines Taktes von 12 auf 24
verdoppelt wird. In der p-Komponente zur Primzahl p = 2 sieht das folgendermassen aus.

ZyXZy - ZyXZy
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@?
al al
g?

Hierbei ist die Abbildung a (ich verwende der Einfachheit halber dieselben Bezaechnungen) definiert
als

O ZyXZy — ZgX Zy, (X+AZ, y+4Z) — (2x+8Z, y+4Z).

Dieselben Strukturen erhdt man tbrigens bei Taktverfeinerung von 4 nach 8; beides Situationen, die
in der Praxis ziemlich héufig vorkommen.

Sei nun
my :={ (42,42), (4Z,1+4Z), (2+4Z,42) }, m,:={ (42,42), (1+4Z,4Z), (AZ,2+4Z) }
Eine Abhldung @, welche m; inm, Gberflhrt, ist wieder der Parametertausch. Dannist

m," =(my) ={(82,42), (82,1+42), (4+8Z,4Z) }
m, =(m,) ={(82,42), (2+82,42), (82,2+4Z) }

Die (unter @ wie unter a invariant bleibenden) Ordnungen der zweielementigen Tellmengen sind 4, 4
und 2 Ausder Invarianz der Ordnungen ergeben sich deshalb wie in Kapitel 1.1 Bedingungen fur die
Wirkung einer allfalli gen affinen Abbildung ), welchem;” inng” Gberfuhrt: Dadie Telmenge der
Ordnung 2 { (82,42), (4+82,4Z) } Uiberzugehen het in { (82,42), (82,2+4Z) }, haben wir die fol-
genden 2 Mdglichkeiten:

1. (82,42) - (8Z,42), (4+82,47) - (8Z,2+4Z),  (8Z,1+4Z) - (2+8Z,4Z)
2. (82,42) - (8Z,2+42), (4+82,42) - (8Z,42), (82,1+4Z) - (2+8Z,42)
Fal 1

(82,42) - (8Z,4Z) bedeutet, dassdie Abbildung Y ein Automorphismus (d.h. ohne Trandations-
komponente) ist.

Die Menge{ (1+82,4Z), (8Z,1+4Z) } ist eine Basis des Moduls; die Abhldung ) wird vollstandig
bestimmt durch die Abbilder auf der Basis.

Damit (82,1+4Z) - (2+8Z,4Z) das Abhild eines Basiselements bereits gegeben ist, ist nur noch das
Abbild des zweiten Basiselements zu bestimmen. Sei also

A+8Z0 [u+8Z0
w(H 47 B'_H/+4ZH u,vz

Einsetzen der letzten verbleibenden Bedingung ergibt:
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#+820] [+8Z0] [U+8Z0 [Wu+8Z0 Mu+8Z0 [ 8Z [
w(H 47 9_4‘”(5 47 B_4H/+4ZH_ Hwv+azbad a4z 0 B+azd

Man sieht sofort, dassdiese Gleichung in der zweiten Koordinate nicht erfillt werden kann.

Fall 2
Die gesuchte dfine Abhbildung habe die Form

Y = exp(V) oK

wobel K ein Automorphismusist und exp(v) die Trandation um den Vektor v bezachnet.
Dannilt:

8z0  8z0 . 082 [
YEZR = G HV =V =H 4 4

was den Vektor v bestimmit.
Fir die Wirkung des Automorphismus k auf die Elemente vonm;” gilt dann

(82,42) - (82,42)
(4+82,47) — (8Z,-2+4Z) = (8Z,2+42)
(82,1+4Z) - (2+8Z,-2+4Z)) = (2+8Z,2+4Z)

Wiein Fall 1ist die Abbildung k vollstandig bestimmt durch ihre Abbilder auf der Basis des Moduls.
Wennwir nun setzen

A+8Z0 [W+8Z(

“Haz B R+az0 wvoz

dannergibt Einsetzen der letzten verbleibenden Bedingung:

872 1+8Z0 (U+8Z0 [Mu+8Z[0 [4u+8Z [R+8Z[

K(ﬁllz D=% 4z D45 14z Bvazii 4z 0 h+az]

und auch diese Gleichung hat keine Losung.

2.4. Ein paa Grundsatziberlegungen
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Das Szenario sai wie in Kapitel 2.2 beschrieben. Fir die von den Motiven erzeugten Untergruppen
gilt dann:

R(@(my)) = @(R(my)) OR(m;) fals @ existiert
R(W(a(m;))) = Y(R(a(my))) OR(a(m,)) fals existiert
R(a(my)) = a(R(m;)) OR(m;)

Die Abbildung a ist ein injektiver Homomorphismus. Auf Bild(a) existiert also eine Inverse aL; ins-
besondereist a1 ein Isomorphismus von R(a(my;)) nach R(m;).

Satz

a) Wenn alle p-Komponenten von Z, X Z, 5, welche von der Taktverfeinerungsabhildung a betroffen
sind, die Form (qu)t haben, dann gehen isomorphe Motive von Z,x Z, , unter der Abhildung a in
isomorphe Motive von Z, X Z,, Uber.

b) Wenn alle p-Komponenten von Zx Z, 5, welche von der Taktverfeinerungsabhildung a betroffen
sind, die Form (qu)t haben, dann gehen nicht-isomorphe Motive von Z,x Z, , unter der Abhildung o
in nicht-ismorphe Motive von Z, .\ x Z,, Uber.

Die Abhldung a betrifft eine p-Komponente natlrlich genau dann, wennp ein Teiller von Kk ist.

Bewels - 1. Schritt: die Isomorphie-Abbildung ist ein Automorphismus

) Sel @ Z X2y » Zy X Z1p GMy) =M,
Wenn @ ein Automorphismus ist, ist die Abhildung
a° ¢ ol R(a(my) - R(a(my))
ein Isomorphismus von R(a(m,)) nach R(a(m)).

Nun habeichin[1] gezeqt:

(*) Wenn F4 und F, isomorphe Unterguppen von (Zpk)t sind und @ ein Isomorphismus zwischen Fq
und F,, dannlasg sich @ zu einem Automorphismus von (Zpk)t erweitern.

Aufgrund von (*) ist die Abbildung a ° @ ° a1 zu einem Automorphismus von Zy X Z1 o erwelterbar.
Aufgrund der Konstruktion fihrt er a(m,) in a(m,) tber, d.h. die Motive sind isomorph.

b) Sei nun: Zy X Z15 — Zyy X Z1o Y(a(my)) = a(m,).
Die analoge Konstruktion zu @) fuhrt dann zu

aleyea:R(my) - R(My)
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welches ein Isomorphismus von R(m,) nach R(m,) ist, m; in m, Uberfuhrt und wegen (*) zu einem
Automorphismus von Z x Z, , erweiterbar ist. Das heisd: wenn a(m;) und a(m,) isomorph sind,
dannauch m; und m, : Q.E.D.

2. Schritt: die Isomorphie-Abbildung ist eine Trandation

a) Die Abbildung @ sei eine Trandlation um einen Vektor v: @ = exp,, (zur “Exponentialschreibwei-
se”von Trandationen siehe [2]).

Dadie Abhildung a ein Homomorphismusist, gilt
a(exp, (X)) = a(x+v) = a(x) + av) = expa(v)(a (X)) farxOZ,XZqp
Daraus folgt:
a(my) = a(exp,(my) = expy(@(m))  ~ QED.
b) Sel : Z,, X Z15 —» Zyq X Z1, Y(a(my)) = a(m,), wobel Y = exp,, fir einw O Z,, X Z,,.

Da sowohl a(m,) als auch a(m,) in Bild(a) liegen, mussauch der Vektor w in Bild(a) liegen (w =
exp,,(X) - X); somit existiert a-l(w)in Z, X Zq,, und esgilt

m, = a~L(a(my)+w) = aY(a(my)) + a-tw) =m; + aL(w) = &Py L) (M)
. QED.

Man beadtte: Dies gilt sogar fur beliebige delsche Gruppen.

3. Schritt: die Isomorphie-Abhildung ist eine beliebige fine Transformation

ImFalle g sei @=exp, °ymity O Aut(Z, X Zp) undv U Z, X Z».
Im Falleb) sei Y = exp,, ° kK mit K 0 Aut(Z,, X Zyo) undw O Z,, X Z1.
Das Szenario ist also wie folgt:

Z XZqo - Z XZqo - Z XZqo
v? exp,?

al al al

an X Z12 - an X Z12 - an X Z12
K? exp,,?

Die Konstruktion der entspredhenden affinen Abhildung erfolgt durch “Hintereinanderschalten” der
Konstruktionen geméssSchritt 1 und 2 - Q.E.D.
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Die Vorbedingungen zu desem Satz konnen mit Hilfe des sogenannten Lemma von Fitting noch et-
was veralgemeinert werden; dasser jedoch nicht fir Moduln beliebiger Gestalt gilt, haben wir im
Kapitel 2.3 mit dem Gegenbeispiel schon gezeagt.

2.5. Direkte Folgerungen

Mit dem obigen Satz kann man sofort eine ganze Reihe von Bezehungen zwischen Klasgfikationen
angeben. Beispielsweise bleibt die Klassfikation von Motiven in Takten der Form 2" invariant bei
einer Verfeinerung nach 2" 3; bei Verfeinerung von 3" nach 3" 2 wird sie “feiner” (d.h. wir erhalten
mehr Isomorphieklassen), bei Verfeinerung von 3" 2 nach 3" 4 wird sie wieder “grober”, bel
direktem Ubergang von 3" nach 3" 4 bleibt sie invariant.

Im folgenden Diagranm sind die Beaehungen fir die enfadsten Takte aufgezaechnet, wobei ein “>”
bedeutet, dassdie Klasgfikation bei der entsprechenden Verfeinerung gréber wird, ein “<”, dass $e
feiner wird, ein “=", dass $e gleich Heibt.

241\3
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Fazit

Die unmittelbaren Resultate der vorgenommenen Untersuchungen lauten:

1) (schlecte Nadricht) Die modultheoretische Klassfizierung musikalischer Motive ist nicht unab-
hangig vom Takt.

2) (gute Nadricht) Die Bezaehungen zwischen den Klassfizierungen in verschiedenen Takten sind in
vielen Féllen einfacher Natur, ndmlich entweder “grober” oder “feiner”, wodurch sich die Klassfika
tionen der entsprechenden Takte sehr gut vergleichen lassen.

Die praktische Anwendbarkeit der urspriinglichen Klassfikations-Theorie ist damit schon deutlich
verbessert; noch deibt indes einiges zu tun.

Zum einen gibt es wichtige Bezaehungen, die noch fehlen - insbesondere die avischen den Klassfika
tionen im Achter- und Sechzehner-Takt (allgemein zwischen 2N und 2*1 fir n>2).

13 § Hans Straub 05.04.03



klastak2.wps

Dannwére bel den “Vergroberungen” und “Verfeinerungen” der Grad von Interesse, also welche
| somorphieklassen beim Ubergang zu einem hoheren Takt zusammenfallen bew. sich aufspalten.

Untersuchen konnte man auch die Bezehungen zwischen den Klassfizierungenin Z,, X Z,, und Z x
Z, dlenfdls die avischen Z,, x Z,, und Z x Z,, (Tonhthe modulo Oktave, Zeit ohne Takt); etwa die
Frage, was beim Ubergang von taktunabhangiger zu taktgebundener Koordinate (Z — Z,)) mit iso-
morphen kezw. nicht isomorphen Motiven passert.

Die Klassfikation in Z x Z an sich scheint noch etwas hlediter abzuschreidenalsZ,, x Z,,, dasie
offensichtlich mit der Zeit-Dilatation nicht kompatibel ist. Auch her wére jedoch interessant zu
wisen, in welchem Ausmassdies zutrifft (fir alle Klassen oder nur fir manche, fur alle 1somorphie -
Transformationen oder nicht).

Mir scheint esim Falle Z x Z auch sinnwvoll, as Alternative ane leicht modifizierte |somorphiedefini-
tion zu benutzen, welche neben den Automorphismen auch die Dilatationen umfasd; da letztere nicht
invertierbar sind, kdnnte man Motive ds ‘isomorph” definieren, wenn sie durch je @ne solche
Transformation aus einem gemeinsamen “V organger” hervorgehen. Dies ergabe wieder eine Aquiva
lenzrelation, welche von der Wahl der kleinsten Zeiteinheit unabhéngig ware.

Oder aber man kdnnte gleich zur Klasgfikation in Q x Q Ubergehen; das Resultat wére wieder ein
anderes als “Z x Z plus Dilatationen™...

Nicht zu vergessen schliesdich: die algorithmische Losung fur die Klassfikation in jedem Takt....
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